Problemas de Triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes del 51 al 60
Problema 51

N D
Des del punt mig de la base AB del triangle isosceles ABC s’ha tragat una
perpendicular al costat BC que talla el costat en el punt M. Siga N el punt mig del
segment DM. Demostreu que els segments CN, AM soén perpendiculars.

Solucio6 1: o

D
Considerem el triangle ABC amb les seguents coordenades
cartesianes: A(- ¢,0), B(c,0), C(0,a). Aleshores, D(0,0).

La recta r que passa pels punts B, C té equacié: r° y = j(x- c). i
c

La recta s que passa pel punt D i és perpendicular al costat BC té

. c . . -
per equacio: s ° y =—x. El punt M és la interseccio de les rectes r, s:
a

2 2
0
Aleshores, M ¢ f ¢ S
a?+c?’a?+c?y
5
0
N és el punt mig del segment DM. Aleshores, a’c im Y-
2a +C ) 2(a +cC )fa

Calculem les components dels vectors CN, AM.

a‘c ac? 0 a’c ac?

9 0
oN= §2a +C ) 2(&2+C2)-a6 AM = éa +c? +Ca +c?y

Calculem el producte escalar dels vectors CN, AM:

a’c a’c+a’c+c’? '_Q+a%1cz - 2a° - 2ac® 0 ac®

CNXAM:z(a2+c2)§ a® +c? E,é 2@*+c?) ga’+c’

Aleshores, CN, AM so6n perpendiculars.
SolucEZ: o
Siga AB =2a,CA=CB=b,DCAB=a.

D -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle CDB, CD =+/b?- a®.
D D
Els triangles CDB,DBM son semblants, aplicant el teorema de Tales:
— Ih2 _ 52 —  PM 2 .2
2 Q . Per tant, DM——a b” - a , NM:DM:a b”-a .
DB DM b 2 2b

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle BMD :

b2 b’ b b
CN=CM+ W AM = AB +BM . Efectuem el producte escalar i comprovem que és
zero.

RN — _—— s — —  —  —s — — _—— —  — — — —

CNxAM = CM VN + AB xBM + MN xAB + MN >BM = CM>XMN + AB xBM + MN xAB =
= HW‘H* {‘WH €0s180°+ I\mMﬁHcos@O%a) =
2 2 2 2 2
L ﬁmﬂ

)Q-
baXEbb

cosa +‘

=0

Q'I IO=

Aleshores, CN, AM so6n perpendiculars.
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Problema 52

- D
Fora dels costats AB,BC del triangle ABC es construeixen els triangles equilaters

D D
ABC, , BCA, .
Siguen M, N, P els punts mig dels segments AC, BC,, BA, .

D
Proveu que el triangle MNP és equilater.

. oA
Solucio: M =
Suposem B £ 60°.

Siga a = DABM . A B
_ 2 2 _R2 I
BM® = m (férmula de la mitjana d’un triangle).
4 X Ct
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABM:
aebgz _2a® +2c® - b? o2
_ &4 4 _a’-b*+3c’
cosa = =
_ o J2a? +2¢2 - b2 2cy/2a2 +2¢2 - b2
2
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABM:
: b xssin A axsinB
sina = = :
J2a% +2c%- b +J2a2+2c? - b2
- . . D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle MNB :
MN’° = BN’ +BM° - 2BN>BM xcos(a +60°) =
2 2 2 .2 [0n2 2 _ L2
_2ai*2et-b eh V2427 - b € (cosa cos 60°- sina sin60°) =
4 e2g 2 2
2 2 2
_3a +380 b +@acsin8.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle NBP :
PN =BN +BP - 2BNxBPxc0s@ +120°) =

2 2
_80 &OQ

=82 +82 . 22% (cosBcos1200- sinBsin120°) =
e2g e2g 22
2 2 2 2 2 2 2 -
_ a2 4}
-a*c E(cosB+«/§sinB):a tet a®Tra-c +4/3sinBZ =
4 4 4 4 - 2ac 4
= 3a® +3c” - b’ +£acsinB
8 4

Aleshores, MN =PN. o
Analogament provariem que MP =PN.

En cas que B >60° la demostraci6 seria semblant.
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Problema 53

Demostreu que la recta que passa pel vertex A del triangle ABC i el punt mig de la
mitjana BD divideix el costat BC en la rad 1:2 comptant a partir de B.

., &
Solucio:
D
Considerem el triangle ABC amb les seglents coordenades O E
cartesianes:
a& do hd
A(0,0),B(b,0), C(c,d). Aleshores, D& —. A B
a2 Zg

Siga M el punt mig de la mitjana BD, aleshores, Mge’Zb;r ¢ ,%9.

e %]

Siga E el punt de la recta AM que esta en el segment BC.
Tenim les segtients igualtats vectorials:

CE =k>xCB

CE =CA +r XAM

Igualant:

k>CB =CA +r ¥AM . Determinem k i r:

k(b-c,-d)=(-c- d)+raé2b c %9 Igualant les components dels vectors:

2b+c

;'r-k(b—c):—c+r 1'
i resolent en les incognites k, r, |
I—dk:-d+r9 Ir:
1 4 1
Aleshores E divideix el costat BC en larad 1:2 comptant a partir d

Wl w|n

B.

D
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Problema 54
Demostreu que la suma dels catets d’'un triangle rectangle és igual o menor que la
diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa.

Solucio:
D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°.
La diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa és (aplicant el teorema de
Pitagores) J2a.

(b+c)? =b? +c?+2bc =a? +2bc.

Provem que 2bc < a2

Considerem la funcié: f(b,c) = 2bc .
Com que ¢ =+/a® - b?
f(b) = 2b+va? - b2 . Determinem el maxim de la funcio.
f(b) = (2a%b- 4b%) 2(a’®- 2b?) A B
Jah?-b*  +a?-b?
f'b)=0 U = Qa
2
3
f'(b) = ——— 2
(a2 _ b2)3
5
faa/E:< 0.
25
2

Per tant, b = 751 €s un maxim de la funcio f(b).
Aleshores, f(b) £ fg\/_?zagz Zﬁa a2. 1a2 257
a

Per tant, 2bc <a?.
(b+c)?> =a® +2bc £a® +a® =2a’.
Calculant l'arrel quadrada:

b+c £ +/2a. Aleshores, la suma dels catets d'un triangle rectangle és igual o menor
gue la diagonal del quadrat construit sobre la hipotenusa.
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Problema 55

Una circumferencia de radi R té per centre el vertex d'un angle recte d’un triangle
rectangle isosceles. Sabent que la circumferéncia determina sobre la hipotenusa del
triangle tres segments iguals, determineu I'area del triangle.

Solucio:

D
Considerem el triangle rectangle i isosceles ABC, A =90°

Siguen azﬁ, b=AB=AC.
Considerem la circumferéncia de centre A i radi R, tal que la circumferencia talla la

hipotenusa BCen els punts D, E i BD=DE =EC = %.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABC :

a’ =2b? (1)
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AlgD X
R? =p? +€E§9 - 2b2cos4s50. Simplificant:
e3g 3
a® 2

2 =p? +? - ?ab (2). Substituint (1) en I'expressio (2):
2
2=p?+ 22 §1/2b2b, resolent I'equacio, b? =%R2

Aleshores, S :E:iR2
' T ABC 2 10 '

Problema 56

Enun trlangle isosceles ABC AB = AC, DBAC =30°, escollim un punt P en la

mitjana AD iun punt Q en el costat AB (Q distint de B) tal que PC = PQ
Determineu 'angle BPQC.

Solucié:

PABC = —18002_ 30° 75°

Considerem la circumferéncia de centre P que passa per B.
Aguesta circumferéncia talla el costat AB en un punt Q tal que
PC=PQ.

L'angle BQPC és central de la circumferéncia i abraga un arc de
2 X75°=150°.

D
El triangle QPC és isosceles, aleshores,

0_ o
bPQC = —180 2150 =159,
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Problema 57

D
En un triangle equilater ABC de costat a dibuixem les circumfereéncies que tenen els
seus centres en els vertexs i sén tangents als costats oposats.
Els 3 punts d'interseccié d’aquestes circumferéncies interiors al triangle formen un
triangle equilater.
Determineu el costat d’aquest triangle.

Solucio: c
D i [
Considerem el triangle equilater ABC de costat a amb les T
seguents coordenades cartesianes: ;
& 30 y
A(0,0),B(a0),C —a,£a§. y,
2 2 p
.. . i "G :
. . D, & 3 0 - ) -
El baricentre del triangle ABC és: G —a,£a:. ) -
2 6 ﬂ /\‘TH-\"\- p—
A ) B

D
Considerem el triangle PQR determinat pels 3 punts :
d’interseccio de les circumferéncies que tenen centres en els tres vertex i son tangents
als costats oposats (veure figura).
Siga la circumferencia de centre A, tangent al costat a que té per equacio:

Co x? +y? :é—aj.
2 5

El punt P és la intersecci6 de la circumferencia C i larecta x = %a.
& 2 0O
Aleshores, P —a,£a:
2 2 P
D D
Els triangles ABC, PQR s6n homotetics i el baricentre és el centre d’homotécia.
Siga x=PQ
Per ser els triangles homotetics és té la seglient proporcionalitat:
PQ GP
BC GC

$2

5

SRR

?:
3
28.

X

CDW')?B

wIlN

Fo ) 0
Aleshores, x =§M‘Za

(7]
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Problema 58

D
Siga el triangle ABC.
Siga L el punt mig de la mitjana al vértex B.

La recta que passa pels punts A, L talla el costat BC en el punt N.

Proveu que AN =4:LN. o \A
Solucio:

Siguen D, E, F els punts mig dels costats a, b, ¢ del triangle, F E
respectivament.

Considerem la recta r que passa pels punts F, D, paral-lela

D
mitjana al triangle ABC.
Aleshores, L pertany al segment FD iameés a més,
FL=LD.

Considerem la recta s que passa pel punt A i és paral-lela al costat BC.
Lesrectesris estallen en el punt P.

D D
Els triangles FBD, FAP son iguals, aleshores,
PF=2:FL.

D D
Els triangles LND, LAP s6n semblants, aleshores,
3=i:i, per tant, AL = 3x_N.
LD LN

Aleshores, AN =4:LN.

Problema 59
Demostreu que la suma de les distancies d’un punt qualsevol de la base d’un triangle
isosceles als dos costats iguals és constant.

Solucio: A
D -
Siga ABC un triangle isosceles, AB = AC.

Siga P un punt qualsevol del costat BC.
Siguen h, =PD, h, =PE les distancies de P als costats iguals del O

D
triangle ABC. B F -
- D
Siga h = AF l'altura del triangle ABC sobre el costat desigual.

D
L'areade ABC és: S =a7h. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

D 2 h a b2‘ ET
AFB, h=[b?- &2 pertant, s=21=1 €0
e2g 2 2

D D D
L’area del triangle ABC és suma de les arees dels triangle ABP,APC,
b:h, b:h, b(h, +h,)
S=S,gp +Sppe = ——+—2=—~1 27
ABP APC 2 2 2

2
a1/b2 - 8%9
Igualant les arees: h, +h, =1 €% pertant, h, +h, és constat.

b
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Problema 60

D P
En un triangle equilater ABC tracem una recta paral-lela al costat AB que passa pel
baricentre G del triangle. Siga un punt M de la recta i interior al triangle.

Tracem les perpendiculars MD,ME,MF al costats AB, AC, BC del triangle.

Proveu que MD = %(W + W) C
Solucio:
Siga a = AB el costat del triangle. Pel teorema de Pitagores I'altura del E

D
triangle ABC és h :ga. / M G
Per la propietat del baricentre la distancia entre la recta i el costat AB A D
és: MD = Ea. Aillanta, a=-2-MD 1)

6 V3

B,

D
L'area del triangle ABC €és S 5 =Ta
D D D D
L’area del triangle ABC és la suma de les arees dels triangles ABM, ACM,BCM.

Pertant: S,z = aMb | aME , aMF .
2 2 2

Igualant les arees i simplificant: MD +ME +MF =

ga 2

Substituint I'expressio (1) en (2):
VI + VE +VF =12 .75 Aleshores, WD = % (VE +1F)

Na]



